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Re´sume´ :
Nous proposons dans cette communication de de´velopper une approche analytique, de type milieu continu, pour le
calcul des contraintes dans un mate´riau ensile´. Cette approche, base´e sur les e´quations d’e´quilibre bidimension-
nelles des milieux continus couple´es a` un crite`re de Mohr-Coulomb et a` une condition de glissement aux parois,
a pour objectif d’ame´liorer la the´orie de Janssen et les autres the´ories existantes du meˆme type. Elle permet de
calculer pre´cise´ment les contraintes en tout point du silo, et ceci quels que soient les parame`tres physiques inter-
venant (angles de frottement, cohe´sion, taille du silo...). Nous proposons ensuite de comparer les re´sultats obtenus
par l’approche de´veloppe´e, avec ceux obtenus a` partir de simulations nume´riques discre`tes re´alise´es avec le code
MULTICOR de type Dynamique des Contacts, ainsi que la the´orie de Janssen pour les mate´riaux non cohe´sifs.
Abstract :
We propose in this communication to develop an analytic approach, of continuous medium type, for the compu-
tation of the stresses in an ensiled material. This approach, based on the two dimensional equilibrium equations
of the continuous media coupled with Mohr-Coulomb criterion and a slip condition at the walls of the silo, has
for objective to improve the Janssen theory and the other existing ones of the same type. It enables to compute
accurately the stresses in all the silo whatever the physical parameters involved (cohesion, friction angles, silo
dimension..). We propose, next, to compare the results given by the developed approach, with the ones given by the
discrete numerical simulations achieved with the MULTICOR software, which based on an approach of Dynamic
Contacts type. A comparison with Janssen theory for non cohesive materials is performed.
Mots-clefs :
Milieux granulaires, The´orie de Janssen, Simulations par ´Ele´ments Discrets.
1 Introduction
Un des proble`mes importants dans la conception des silos est la pre´diction de la distribution
de contraintes s’exerc¸ant sur les parois induite par le mate´riau granulaire stocke´. Cette distri-
bution de´pend des parame`tres du mate´riau granulaire et de l’e´coulement lors du processus de
remplissage et de vidange. La mode´lisation par une approche continue du mate´riau ensile´ per-
met d’obtenir des mode`les simples donnant acce`s a` la valeur des contraintes aux parois [2].
La premie`re partie de cette e´tude est consacre´e au de´veloppement d’une approche de type milieu
continu qui s’affranchit des limitations de la the´orie de Janssen [2] et des approches existantes
du meˆme type [5] et permet de calculer les contraintes dans un mate´riau ensile´ [3]. Cette ap-
proche permet e´galement de repre´senter aussi bien qualitativement que quantitativement l’effet
d’e´crantage caracte´ristique des mate´riaux ensile´s [4]. Dans une seconde partie, une mode´lisation
du phe´nome`ne d’e´crantage est effectue´e a` partir des simulations nume´riques discre`tes re´alise´es
avec le code MULTICOR de type dynamique des contacts [1]. Nous calculons les contraintes
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moyennes s’exerc¸ant au niveau des parois lors du remplissage d’un silo par un milieu granulaire
polydisperse avec la me´thode de´veloppe´e dans [7]. Les re´sultats des simulations nume´riques
sont alors compare´s a` ceux obtenus avec l’approche continue de´veloppe´ ici et les e´tats passifs
et actifs de Janssen.
2 L’approche analytique propose´e
Dans cette approche, on identifie le mate´riau granulaire a` un milieu continu ve´rifiant les
e´quations d’e´quilibre bidimensionnelles dans le plan (~x,~z) ou` les directions ~x et ~z correspondent
aux axes du silo:
∂σx
∂x
+
∂τxz
∂z
= 0 (1)
∂τxz
∂x
+
∂σz
∂z
= ρg (2)
On suppose, de plus, que le crite`re de Mohr Coulomb est atteint aux parois late´rales du silo.
Ainsi, on a s0 = (p0 + H) sinφ, ou` p0 et s0 de´signent respectivement le centre et le rayon du
cercle de Mohr aux parois, φ l’angle de frottement interne et H
tanφ
la cohe´sion du mate´riau. Si
on note α = (~x,~eI) l’angle entre l’axe ~x correspondant a` la direction horizontale et la direction
principale des contraintes ~eI , les expressions des contraintes aux parois s’e´crivent:
σ0x = p
0 + s0 cos 2α0
σ0z = p
0 − s0 cos 2α0
τ 0xz = s
0 sin 2α0
(3)
D’autre part, on conside`re que le mate´riau granulaire est dans un e´tat de glissement aux parois 1
τ 0xz = µpσ
0
x, ou` µp = tanφp est le coefficient de frottement aux parois. Enfin, on restreint notre
analyse a` un mode`le line´aire en cisaillement, ou` la contrainte aux parois τ 0xz ve´rifie:
τxz(x,z) =
x
x0
τ 0xz(z) (4)
En utilisant (4), l’e´quation d’e´quilibre (1) conduit a`:
σx = σ
0
x(z) +
1
2
(1− x
2
x20
)x0
∂τ 0xz
∂z
(5)
D’autre part, si on conside`re la condition limite de surface libre de charge en z = 0, l’e´quation
d’e´quilibre (2) permet de montrer que σz = σ0z(z) ve´rifie l’e´quation d’e´quilibre de Janssen:
∂σ0z
∂z
(z) = ρg − 1
x0
τ 0xz(z) (6)
Pour calculer les contraintes dans tout le silo, on utilise la condition de glissement aux parois
ainsi que les relations du cercle de Mohr. On obtient la valeur de p0:
p0 =
H sinφ(µp cos 2α
0 − sin 2α0)
sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0)
1. A la diffe´rence de la the´orie de Janssen qui suppose un e´tat de glissement en tout point du silo.
2
18 e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Grenoble, 27-31 aouˆt 2007
et les expressions des contraintes aux parois:
σ0x = −
H sinφ sin 2α0
sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0)
σ0z =
H sinφ(2µp cos 2α
0 − sin 2α0)
sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0)
τ 0xz = −
µpH sinφ sin 2α
0
sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0)
(7)
ou` α0 de´signe l’angle (~x,~eI) au niveau des parois. En remplac¸ant ces expressions dans (6), on
obtient l’e´quation diffe´rentielle suivante d’inconnue α0(z):
(2µp sin 2α
0 + cos 2α0 − sinφ)dα
0
dz
=
D
2Rh
(D
ξ
2µp cosφ
+ sin 2α0) (8)
ou` D = sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0).
Nous voyons apparaıˆtre le nombre sans dimension ξ = 2ρgRh
µH
qui caracte´rise le rapport entre
les effets de la gravite´ et de la cohe´sion, Rh de´signant le rayon hydraulique du silo [6]. Deux
cas sont possibles. Si la solution α0(z) de l’e´quation (8) est telle que:
• α0 < pi
4
, alors on adopte la notation classique σI = σX et σq = σZ , ou` la direction prin-
cipale ~X est la plus proche de ~x. Dans ce cas on a σX > σZ et σ0x > σ0z suivant la relation (3),
ou` σX et σZ sont les contraintes principales aux parois dans les directions ~X et ~Z respective-
ment. Ceci correspond a` l’e´tat passif de la the´orie de Janssen.
• α0 > pi
4
, alors on adopte la notation σI = σZ et σq = σX . Dans ce cas on a σX < σZ et
σ0x < σ
0
z suivant la relation (3). Ceci correspond a` l’e´tat actif de la the´orie de Janssen.
3 Re´solution de l’e´quation diffe´rentielle
En premier lieu, on effectue le changement de variable u = tanα0 dans le cas φ = φp. En
posant u0 =
1 + sinφ
cosφ
, on obtient:
D = sinφ sin 2α0 − µp(1 + sinφ cos 2α0) = −µ(1− sinφ)
1 + u2
(u− u0)2
et l’e´quation diffe´rentielle (8) se met sous la forme suivante:
k˜
(u− u1)(u− u2)
(u− u0)2(u− u5)(u− u6)du = dz (9)
ou` l’on a pose´ k˜ = −2u
3
0H
ρg
ainsi que:
u5 =
2u0
ξ
[1 +
ξ
2
−
√
1 + ξ] , u1 =
2µ+
√
4µ2 + cos2 φ
1 + sinφ
u6 =
2u0
ξ
[1 +
ξ
2
+
√
1 + ξ] , u2 =
2µ−√4µ2 + cos2 φ
1 + sinφ
3
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La de´composition en e´le´ments simples de (9) conduit a`:
k˜(
A
u− u0 +
B
u− u5 +
C
u− u6 )du = dz (10)
avec A =
u0 − u2
(u0 − u5)(u0 − u6) , B =
u5 − u2
(u5 − u0)(u5 − u6) , C =
u6 − u2
(u6 − u0)(u6 − u5)
D’autre part, e´tant donne´ que σz(z) = σ0z(z), la condition limite σz(z) = 0 en z = 0 (sur-
face libre de contraintes) et l’e´quation (7) permettent de de´terminer la valeur αl de α0 en z = 0:
αl =
1
2
arctan(2 tanφ)
et donc celle de ul = tanαl. En tenant compte de ces conditions limites, l’inte´gration de
l’e´quation (10) conduit a`:
q(u)− q(ul) = z (11)
ou` q(u) est de´finie par:
q(u) = k˜(A ln |u− u0|+B ln |u− u5|+ C ln |u− u6|)
Compte tenu de l’existence de singularite´s de la fonction q(u), un point sensible est de de´terminer
l’intervalle de re´solution de l’e´quation (11) a` z fixe´. L’une des bornes de cet intervalle est
ne´cessairement ul (correspondant a` z = 0), et l’autre borne correspond a` une singularite´ ou`
la fonction tend vers +∞. Une fois les valeurs de u(z) et de α0(z) = arctan(u(z)) de´termine´es
nume´riquement pour une profondeur z donne´e, on calcule les contraintes en tout point du
mate´riau granulaire ensile´ en utilisant d’abord (7), puis (4) et (5).
4 Comparaison avec la the´orie de Janssen pour les mate´riaux non cohe´sifs
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a)H = 10−6N/m2 et φ = 17◦ b) H = 10−6N/m2 et φ = 17◦
FIG. 1 – Variations des Contraintes verticales suivant z (en Pa) (fig. a) et des contraintes hori-
zontales suivant z (en Pa) (fig.b)
On propose maintenant de comparer les re´sultats de notre approche avec ceux obtenus avec
la the´orie de Janssen. Les figures (1a) et (1b) repre´sentent les variations des contraintes σ0x et
σ0z obtenus par notre approche pour H = 10−6N/m2, et par la the´orie de Janssen dans le cas
actif et passif. On remarque qu’avec notre approche, le mate´riau est toujours dans un e´tat actif.
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De plus, les contrainte σ0x et σ0z sont encadre´es par les e´tats actifs et passifs de Janssen. En
particulier la contrainte aux parois σ0x est environ 15% supe´rieure a` celle pre´dite par la the´orie
de Janssen dans le cas actif. Or, il est connu que dans ce cas, la the´orie de Janssen sous-estime
les contraintes horizontales aux parois.
5 Comparaison entre les approches discre`tes et continues
FIG. 2 – Silo rempli de particules soumises a` la gravite (a` gauche). Calcul des contraintes
moyennes apre`s la stabilisation de l’e´chantillon (a` droite).
On propose d’effectuer une simulation nume´rique discre`te de de´poˆt de particules sous l’effet
de la gravite´ a` l’inte´rieur d’un silo (figure (2)) avec le logiciel MULTICOR. L’objectif est de
comparer les contraintes moyennes calcule´es par Ele´ments Discrets (avec MULTICOR) avec
celles calcule´es par l’approche continue propose´e en premie`re partie.
L’e´chantillon est pre´pare´ en utilisant des particules de rayon compris entre 0.8 et 1cm. La masse
volumique est e´gale a` 1190kg/m3. A la fin du remplissage, on calcule les contraintes moyennes
au niveau des parois du silo au sein du milieu granulaire. On compare ensuite les re´sultats
obtenus a` ceux donne´s par l’approche continue de´veloppe´ ici et la the´orie de Janssen. Nous
proposons d’effectuer le calcul sur un e´chantillon de 4000 particules en utilisant comme taille
de VER un ensemble d’une dizaine de particules. L’ensemble des re´sultats est repre´sente´ a` la
figure (3).
Il semble que les simulations nume´riques discre`tes effectue´es sur des e´chantillons de 4000
particules concordent assez bien avec les re´sultats obtenus a` partir de l’approche analytique
de type milieux continus de´veloppe´e ici. Les re´sultats obtenus par la simulation discre`te sont
interme´diaires entre les e´tats passif et actif de la the´orie de Janssen.
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FIG. 3 – Calcul de la contrainte moyenne pour un e´chantillon de 4000 particles
6 Conclusions
L’approche de type milieu continu propose´e ame´liore les approches existantes et en parti-
culier la the´orie de Janssen. Cette approche permet de calculer les contraintes en tout point du
milieu granulaire ensile´, et ceci quels que soient les parame`tres physiques intervenant (angle
de frottement interne, angle de frottement aux parois, cohe´sion...). Des simulations nume´riques
discre`tes re´alise´es avec le logiciel MULTICOR montrent que les contraintes moyennes s’exerc¸ant
sur les parois du silo sont interme´diaires a` celles pre´dites par la the´orie de Janssen dans les cas
actif et passif. Les re´sultats sont, au contraire, tre`s proches des re´sultats obtenus a` partir de la
nouvelle approche de type milieu continu de´veloppe´e.
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